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satellites terrestres.

Cas particulier du mouvement circulaire :
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Etablir que le mouvement est uniforme et déterminer sa période.
Etablir la troisiéme loi de Kepler dans le cas particulier de la trajectoire
circulaire. Exploiter sans démonstration sa généralisation au cas d’une
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Energie mécanique dans le cas du
mouvement circulaire et dans le cas du
mouvement elliptique.

Exprimer I’énergie mécanique pour le mouvement circulaire.
Exprimer ’énergie mécanique pour le mouvement elliptique en fonction du
demi-grand axe.

Satellites terrestres : géostationnaires, de
localisation et de navigation,
météorologique.

Différencier les orbites des satellites terrestres en fonction de leurs missions.
Déterminer 'altitude d’un satellite géostationnaire et justifier sa localisation
dans le plan équatorial.
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Aire balayée par un point ayant une trajectoire elliptique par unité de temps : expression mathématique (& savoir retrouver),

Energie potentielle effective : graphique en fonction de la distance radiale pour une interaction attractive ou répulsive.
Lois de Kepler : énoncé pour les planétes, transposition aux satellites.
Expression mathématique de la force d’attraction gravitationnelle et de la force coulombienne.

Satellite géostationnaire : définition, application, trajectoire, localisation (plan et altitude).

Energie mécanique : expression mathématique dans le cas d’un mouvement circulaire ou elliptique.

Vitesses cosmiques : définitions, ordre de grandeur des vitesses cosmiques terrestres.
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Capacités

0 Utiliser la loi du moment cinétique pour montrer la conservation du moment cinétique et les propriétés qui en découlent :
mouvement plan ; loi des aires.
Déterminer I’expression mathématique d’une énergie potentielle effective & partir de la conservation de I’énergie mécanique.
Utiliser le graphique d’énergie potentielle effective pour déterminer la forme de la trajectoire et en déduire si un état est lié
ou de diffusion.

0 Dans le cas d’un satellite (ou planéte) ayant une trajectoire circulaire, démontrer que le mouvement est nécessairement
uniforme et calculer sa période.

O Déterminer ’expression mathématique de 1’énergie mécanique dans le cas d’un mouvement circulaire ou elliptique.

O Démontrer la 3*™¢ loi de Kepler dans le cas d’une trajectoire circulaire.

O Calculer I'altitude d’un satellite géostationnaire.

O Traduire mathématiquement les définitions des vitesses cosmiques pour déterminer leurs expressions littérales.

Introduction

Comme nous ’avons évoqué a la fin du chapitre précédent, les forces centrales jouent un réle crucial dans de nombreuses
situations que nous étudierons au cours de ce chapitre. Parmi ces forces centrales, nous nous attarderons sur les forces
newtoniennes et tout particulierement sur 'attraction gravitationnelle.

1 Force centrale conservative

1.1 Définition

On étudie le mouvement d'un point matériel M de masse m dans le référentiel # galiléen. O est un point fixe de ce
référentiel (origine). On note OM son vecteur position, 7 sa vitesse, ? =m7 sa quantité de mouvement, @ son accélération

et Lo =mOM A U son moment cinétique en O.

Conséquence : Si ? est une force centrale alors elle est colinéaire au vecteur OM et les coordonnées adaptées sont donc les

, . . —— OM : .
coordonnées sphériques d’origine O. On va donc poser : r = ||OM]| et u, = ——. Avec ces notations, on peut donc écrire :

r
7:fr77r>

Les composantes de la force fy selon up et fo selon u_sg sont nulles.

|

€3 Une fOrce €St COMSEIVATIVE SI wiirieieirieiiiiieieieieie ettt ettt a et et et en e e s et ene s esene et esenessesenessenenessenensesenesesaneas ,
%@ on peut donc ’écrire sous la forme :

Conséquence : Avec les notations en coordonnées sphériques, on peut alors écrire pour une force centrale conservative :

Une force centrale conservative s’écrit donc ? = e et
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1.2 Exemples
1.2.1 Force d’interaction gravitationnelle

On considere un point matériel O fixe de masse mq et M un second point matériel de masse msy. On rappelle que la force
d’attraction gravitationnelle exercée par O sur M est donnée par la relation :

o
— OM
avec r = |OM]|| et 4 = ——. Cette force est portée par la droite (OM), il s’agit donc bien d’une force centrale de centre O.
r

Elle est également conservative puisqu’elle dérive de 1'énergie potentielle (vue dans le chapitre sur 'approche énergétique) et
en posant 1’énergie potentielle nulle a I'infini :

1.2.2 Force d’interaction coulombienne

Soit un point O un point matériel fixe de charge ¢; et M un second point de charge go. La force coulombienne exercée par
la charge placée en O sur celle en M s’écrit :

Elle est aussi portée par la droite (OM). C’est donc & nouveau une force centrale de centre O. Elle est conservative puisqu’elle
dérive de I’énergie potentielle (avec E, = 0 & U'infini) :

Remarque importante : Le module des forces gravitationnelle et coulombienne est proportionnel a I'inverse du carré de

1
la distance. On parle de force en —. Ce sont des forces dites newtoniennes. Elles prennent toutes la méme forme en
r

coordonnées sphériques :

? = e et Ep(r) = .

La trajectoire d’un systéme soumis & une force newtonienne est nécessaire une conique (c¢f. complément)

1.2.3 Force de rappel élastique

On consideére toujours un point O fixe, et M un point matériel mobile 1lié & O par une force de rappel élastique :

F =k —ro)i

Une fois encore, la force est portée par la droite (OM). Elle est donc centrale de centre O. Elle est également conservative
puisqu’elle dérive de I’énergie potentielle (en choisissant E, = 0 lorsque r = 7g) :

1
E,= ik(T —r)?

2 Etude générale d’une force centrale conservative

Le fait qu’un systeme soit soumis a une force centrale conservative va impliquer de nombreuses conséquences sur son
mouvement. On va donc utiliser I’ensemble des outils vus en mécanique.

2.1 Conservation du moment cinétique

MPSI 2 - Méca - Chap 6 - Mouvements dans un champ de force centrale conservatif 3



Propriété : Le moment cinétique par rapport au centre de force O d’un point M soumis a une force conservative

O it eeeeeeeeeeeeeeaa b aeaaeeeererrarees :

C’est donc une intégrale premiére du mouvement.

§ J

Remarque : Puisque Lo = cste, on peut le déterminer a n’importe quel instant, donc on le calculera a l’instant o on
connait position et vitesse, donc tres souvent a ’aide des conditions initiales.

2.2 Planéité du mouvement

La conservation du moment cinétique implique que le mouvement est .................

Démonstration :

2.3 Systeme de coordonnées

Nous venons de montrer que le mouvement s’effectue dans le plan perpendiculaire au moment cinétique Lo passant par O.
Les coordonnées adaptées a ’étude de ce probleme sont donc les coordonnées polaires de centre O, également centre de la
force f. Dans ce systéme de coordonnées, on peut donc écrire :

N .
OM:mTT> et 727’“1724—%175

On en déduit donc facilement que :

Remarque : Trés souvent on choisira d’orienter 'axe (Oz) dans le méme sens que le moment cinétique; les coordonnées
cylindriques sont donc tout a fait naturelles. Cette orientation implique donc que 6 > 0, donc que 6 est croissant. Le mouvement
se fera donc dans le sens direct autour de (Oz).

2.4 Loi des aires. Deuxiéme loi de Képler.

Puisque la masse m du systéme et le moment cinétique sont des constantes, la quantité r26 est donc aussi une constante.

< On définit la constante des aires € par L—>
0 oy 0

m
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Cette constante s’exprime en m2-s~!. Alors que de maniére générale r et 6 dépendent du temps, 20 est une constante du
mouvement. Essayons d’interpréter graphiquement cette grandeur...

Entre t et t+dt, le point M s’est déplacé le long )
de sa trajectoire entre les points M (t) et M (t+dt).

L’aire d.« balayée par le rayon vecteur O—J\>/[ pen-
dant dt (grisée sur la figure) correspond & laire du
triangle OM (t) M (t+dt). Au premier ordre (puisque
df est petit), la hauteur h du triangle est telle que
h = rtan(df) ~ rdf. On peut alors écrire que

1 1
d;z%:§||0—]\>/[\|h = Ao/ = %o

Or df = dt, donc laire balayée en d¢ vaut donc :

NQl' Q *Q‘l’

do/ = 1r2édt = %%dt

2 Rq : Utiliser la propriété du produit vectoriel :

det = %HO—M A M(8)M(E + )|

La grandeur V = Ty est donc une constante

€t €St APPEIEE .o

<> La conservation du moment cinétique implique la loi des aires : les aires balayées par le rayon vecteur pendant
%@ des intervalles de temps égaux de durée At sont égales et valent :

Ad = %At

Conséquence : pour un mouvement non rectiligne, et puisque 726 est une constante :

 plus le mobile M s’approche de O (r de plus en plus faible), plus sa vitesse angulaire O oo,

o plus le mobile M s’éloigne de O (r augmente), plus sa vitesse angulaire O oo

2.5 Caractére conservatif de la force
2.5.1 Conservation de I’énergie mécanique

? est une force conservative, elle dérive donc d’une énergie potentielle. Puisqu’il s’agit de la seule force agissant sur le
systeme, I’énergie mécanique se conserve. Appliquons le théoréme de 1’énergie mécanique au systéme M de masse m dans le
référentiel # galiléen :

dE,, d(E.+ E))

ar dt =0

L’énergie mécanique du systéme

1
Em:Ec+Ep:§m02+Ep

est conservée au cours du mouvement. C’est une intégrale premiére du mouvement.

Remarque : On déterminera la valeur de I’énergie mécanique en fonction des conditions initiales.

2.5.2 Energie potentielle effective
On a montré que le mouvement est plan et que les coordonnées polaires (cylindriques) sont les plus adaptées. Dans le

premier paragraphe de ce chapitre, nous avons aussi vu que l’énergie potentielle ne dépend que de r. On peut donc écrire :

1 1 .
E, =E.+E)(r)= 5m1}2 + E,(r) = 3m (7% 4+ 1r260%) + Ey(r)

Avec la constante des aires, nous disposons donc d’un systéme de deux équations & deux inconnues :

¢ = r3
1 .
E, = 3" (7% +1262) + Ey(r)
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Le systéme d’équations est donc fermé : le probleme étant a deux degrés de liberté r et 8, la connaissance de ces deux équations
permet de résoudre complétement le probléme a condition évidemment de connaitre la fonction E,(r).

Sans résoudre le systeme entiérement, on peut réaliser une étude du mouvement radial. Eliminer la variable 6 de 1’équation
énergétique pour mettre en évidence une énergie potentielle effective...

E, . est donc la somme de I’énergie potentielle et de la partie de I’énergie cinétique correspondant au mouvement orthoradial.

Le mouvement radial s’apparente & un mouvement conservatif a un seul degré de liberté dans une énergie potentielle
effective :

B (T) = e

Remarque : On a déja étudié ce genre d’équation dans le chapitre sur 'approche énergétique du mouvement. On utilisera donc
la méme méthode : point d’équilibre, stabilité, états liés, états de diffusion, etc.

3 Application a ’attraction gravitationnelle

Les généralités développées dans les paragraphes précédents restent valables ici. L’objectif est ici de développer ’expression
de I'énergie potentielle de gravitation pour analyser le mouvement radial du systeme.

3.1 Systeme d’équations du mouvement

En vous aidant de ce qui précede déterminer le systeme d’équations du mouvement d’un point M de masse m en interaction
gravitationnelle avec un astre de masse M4 situé en O. On supposera que M4 > m de sorte que l'action de m sur M4 ne
puisse pas mettre en mouvement M 4.

3.2 Etude du mouvement radial

Déterminer I'expression de ’énergie potentielle effective. Etudier la fonction en mettant en évidence un distance ro parti-
culiere ot I'énergie est minimale et vaut Ep,in. En posant Fy = —E,;n adimensionner ’expression de Fp,_;.
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La courbe représentative de cette fonction est donnée ci-dessous :

E; (r")

Peft
A

*

Mlibre [~
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On reprend la méme méthodologie que dans le chapitre sur les aspects énergétiques de la dynamique du point. Il existe donc
4 possibilités fonction de la valeur de E,, (donc des conditions initiales) :
e si B, < Enin, le mouvement est impossible.

e si Fp, = Enin, le mouvement est réalisé a r = rg fixé. La trajectoire est donc un cercle. Et nous avons aussi ¢ = r%é
. €
donc § = — = constante. Le mouvement est donc circulaire et uniforme.
To
e si Enin < E, < 0, I'ensemble des distances comprises entre ry = rirg et ro = rjrg sont accessibles, r] et 75 étant
définis sur le graphique. On dit que le systéme est dans un état lié : il reste dans le puits de potentiel créé par ’astre
attracteur A. La trajectoire est fermée, le point M orbite autour de A. Lorsque r = r1, la distance entre le point M et
A est minimale, on dit alors que M est au périastre. A l'inverse lorsque r = r, la distance entre le point M et A est
maximale, on dit alors que M est a 'apoastre.

e si E,, >0, 'ensemble des r accessibles est un intervalle non borné de la forme [r3, +oo[ avec r3 = rirg. Le systéme est
dans un état de diffusion. Il peut sortir du puits de potentiel créé par 'astre A. C’est par exemple le cas de certains
cometes qui ne passent qu’une seule fois aux alentours du Soleil. On montre que si E,, = 0 la trajectoire est parabolique
et hyperbolique si FE,, > 0.

3.3 Etude de la trajectoire circulaire

La trajectoire circulaire, bien qu’étant un cas tres particulier, permet de comprendre la majorité des phénomenes concernant
les états liés tout en étant beaucoup plus simple mathématiquement. Par ailleurs, les trajectoires des planétes sont trés proches
de trajectoires circulaires centrées sur le Soleil. On s’intéressera donc au mouvement circulaire de rayon rg d’un point matériel
M de masse m soumis a la seule force gravitationnelle créé par un astre de masse M4 placé en O. On a vu précédemment que
le mouvement était nécessairement plan et que les coordonnées polaires étaient les plus adaptées a son étude.

D’un point de vue cinématique, on peut donc écrire :

OM =
T =

a

3.3.1 Expression de la vitesse

Déterminer I’expression de la vitesse de M en fonction de ¢, M 4 et ro. Commenter I’évolution de v en fonction de 7.

3.3.2 Grandeurs énergétiques

En déduire I'expression des énergies potentielle, cinétique et mécanique dans le cas de l'orbite circulaire.
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Généralisation aux trajectoires elliptiques Dans le cas d’une trajectoire elliptique, les énergies cinétique et potentielle
varient au cours du temps et seule 1’énergie mécanique est conservée. On admet que I’expression de ’énergie mécanique
que 'on vient d’établir reste valable, a condition de remplacer le rayon 7o de la trajectoire circulaire par le demi grand-axe a
de Vorbite elliptique. L’énergie mécanique d’une planete de masse m en gravitation autour d’un astre de masse M4 vaut :

7§4mMA

E,, =
2a

La connaissance de I’énergie F,, d’un satellite permet donc de connaitre le demi grand-axe de sa trajectoire.

Remarque : Pas de généralisation pour £, et E. car elles évoluent au cours du temps!

3.3.3 Loi des périodes : troisiéme loi de Kepler

T2
Rappeler I'expression de la période de révolution du point M autour de O puis en déduire la troisieme de Kepler — = cste.
o

Généralisation aux trajectoires elliptiques On admet que cette relation reste valable pour les trajectoires elliptiques en
remplacant le rayon 7o de la trajectoire circulaire par le demi grand-axe de I'orbite elliptique. Pour un corps en orbite elliptique
autour d’un astre attracteur de masse M4, la période de révolution T et le demi grand-axe sont reliés par I’expression :

T2
Cette relation montre que la période de révolution est indépendante de la masse du corps qui gravite et que le rapport — ne
a

dépend que de la masse de ’astre attracteur.

= La troisieme loi de Kepler est une loi fondatrice en astronomie. Elle sert a déterminer un grand nombre de parameétres
célestes, a commencer par la masse des planétes ou celle du Soleil.

3.4 Vitesses cosmiques

On s’intéresse maintenant & un satellite en orbite autour de la Terre.

3.4.1 Premiére vitesse cosmique : vitesse minimale de mise en orbite

Au paragraphe 3.3.2, on a vu que ’énergie mécanique la plus faible correspond aux trajectoires circulaires de rayon faible.
Ces trajectoires sont appelées « orbites basses ». C’est pour cette raison que mettre un satellite en orbite basse depuis le sol
nécessite moins d’énergie. Mais quelle est la vitesse minimale pour pouvoir le faire 7 Reprenons 1'expérience de pensée d’Isaac
Newton, publié dans Philosophie Naturalis Principia Mathematica en 1687 :

TuAT by means of centripetal forces,

the Planets may be retained Theeffeésof cen-
"in certain orbits, we may eafily tripetal forces.

underftand, if we confider the motions
of projettiles. For a ftone projeted isP. 4,5, 6.
by the preffure of its own weight forced V-
out of the re&tilinear path, which by the
projection alone it thould have purfued,
and made to defcribe a curve line in the
air ; and through that crooked way is at
laft brought down to the ground. And
the greater the velocity is with which it
is proje@ed, the farther it goes before it
falls to the Earth. We may there-

fore fuppofe the velocity to be fo en-
creafed, that it would defcribe an arc of
1, 2, 5, 10, 100, 1000 miles before it
arrived at the Earth, till at laft exceeding
the limits of’ the Earth, it fhould pafs
quite by without touching it.
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Un projectile est donc lancé a tres haute vitesse depuis un tres haut sommet. Il n'y a aucun frottement. Si la vitesse est
suffisante, le projectile est alors en chute libre permanente, il orbite autour de la Terre! (Vous pouvez aussi voir cet extrait :
https://wuw.youtube.com/watch?v=MpiknSRTmT4)

I N

<> La premiére vitesse cosmique, notée vy est la vitesse minimale & donner a un satellite pour le mettre en orbite
%@ « rasante » autour de la Terre. On considére donc que 'altitude est négligeable devant le rayon de la Terre R
et que l'orbite est circulaire de rayon rg >~ Rp. La vitesse v s’écrit donc :

§ J

En pratique L’intérét des orbites basses est une communication rapide entre le satellite et la Terre, ainsi qu’une bonne
résolution des instruments d’observation. Cependant, les frottements atmosphériques rendent les orbites d’altitude inférieure
a environ 200 km inutilisables : celle de I'ISS est elliptique, comprise entre des altitudes de 330 et 420 km.

3.4.2 Deuxiéme vitesse cosmique : vitesse de libération

I N

< La deuxieme vitesse cosmique ou vitesse de libération, notée vy, est la vitesse minimale nécessaire pour quitter
%@ l’attraction gravitationnelle de la Terre & partir du sol et vaut

2% Mt
Ry

Vo =

Démonstration :

Vous devez connaitre I'ordre de grandeur de cette vitesse pour la Terre :

En pratique Pour satelliser un objet, il doit donc nécessairement avoir une vitesse initiale comprise entre vy et vy, ce qui
est finalement peu large.

3.5 Application aux satellites géostationnaires

<> Un satellite géostationnaire est un satellite artificiel qui reste constamment au dessus d’'un méme point de la
%@ surface terrestre : il est immobile dans le référentiel terrestre.

Remarque : On s’intéresse ici a des mouvements ou la rotation de la Terre n’est pas négligeable, le référentiel terrestre
n’est donc pas galiléen. Il faut mener ’étude dans le référentiel géocentrique.
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https://www.youtube.com/watch?v=MpiknSRTmT4

Plan de lorbite On a montré précédemment que la conservation du moment cinétique impose que l'orbite du satellite soit
située dans un plan qui contient le centre d’attraction de la force gravitationnelle, c’est-a-dire le centre de masse de la Terre.

N‘* trajectoire du satellite
|

ace au sol
du plan du
mouvement

La figure précédente montre la trajectoire d’un satellite dont le plan orbital est incliné par rapport au plan équatorial
terrestre. Avec cette inclinaison, le satellite passe alternativement au dessus de ’hémispheére nord puis de I’hémisphere sud. Un
observateur terrestre observera donc un mouvement apparent d’oscillations nord-sud. Le seul moyen d’éviter ce mouvement
est d’annuler I'inclinaison de I'orbite. Le plan de ’orbite géostationnaire doit donc coincider avec le plan équatorial de la Terre.

Vitesse angulaire Le mouvement se situant sur le plan de I’équateur, le satellite doit rester en permanence a la verticale
d’un point P fixe de ’équateur. La vitesse angulaire du satellite sur son orbite est donc nécessairement égale a la vitesse
angulaire de rotation de la Terre.

La rotation propre de la Terre autour de son axe est uniforme & la vitesse angulaire :

21

Q =
Tsid

ou Tyq est appelée jour sidéral, durée nécessaire a la Terre pour faire un tour sur elle-méme. Cette durée est légérement
différente d’un jour solaire (Ts, = 24 h).

Révolution

Rotation

Soleil

En effet, en premiére approximation, cette durée correspond & la durée d’un jour soit 24 heures. Quand on souhaite étre
plus précis, il est nécessaire de tenir compte de la révolution de la Terre sur son orbite. La Terre fait donc un petit peu plus
qu'un tour sur elle méme pour retrouver le soleil & la méme position pour un observateur terrestre (jour solaire). En 24 h,
la Terre parcourt donc un angle 2w 4+ « ou « est 'angle dont elle s’est déplacée sur son orbite autour du Soleil, c’est-a-dire

1 eme
<365 25) de tour (le 0,25 tient compte des années bissextiles). Le jour sidéral est défini lorsqu'un point de la Terre

parcourt exactement 27 :

2r 2T + « N 2 Tsol
- dou Tsid — 5 dsol — %

Q = =
Tsid Tsol 27 +
365,25

=23 h 56 min 04 s = 86164 s.

14
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Rayon de l'orbite et altitude du satellite En déduire le rayon 744, et 'altitude de 'orbite géostationnaire.

A retenir : Un satellite géostationnaire est fixe dans le référentiel terrestre. Dans le référentiel géocentrique, ’orbite

géostationnaire est circulaire et uniforme dans le plan équatorial terrestre a laltitude h ~ ......... x 103 km, avec une
période égale au jour sidéral proche de 24 h.

En pratique L’orbite géostationnaire a énormément d’applications dans le domaine des télécommunications, bien qu’elle
présente I'inconvénient de ne pas desservir directement les poles et d’étre éloignée de la Terre, ce qui implique que le temps
de communication est perceptible.

Plus de 300 satellites s’y trouvent, elle est donc trés encombrée, et directement gérée par I'Union Internationale des Télé-
communications, qui dépend de 'ONU. La précision imposée sur la position du satellite est inférieure a 50 km, et 'exploitant
doit retirer son satellite de I'orbite lorsqu’il est en fin de vie.

La durée de vie des satellites vient principalement des perturbations qui peuvent dévier le satellite de son orbite. Il dispose
alors de réserves de carburant pour y revenir, et se trouve en fin de vie lorsque ses réserves sont épuisées.

Remarque : Toutes les études de ce chapitre ont été menées en supposant que Iastre attracteur était fixe, c’est-a-dire
que M4 > m. Si tel n’est pas le cas, on doit étudier le « probléeme & deux corps » en étudiant le systeme de deux points
matériel dans le référentiel barycentrique. Une solution analytique existe : le probleme se simplifie en introduisant « une
particule fictive » dont le mouvement par rapport au centre de gravité du systeme binaire est régi par les expressions
déterminées précédemment. Les trajectoires réelles des deux points s’en déduisent par homothétie. S’il faut tenir compte
d’autres corps en interaction, il n’existe plus de solution analytique et une étude numérique est nécessaire (probleme &
trois corps, probléeme & N corps).
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